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1. Wstep

Wrazliwos¢ ma swo] potoczny sens, a w uktadach automatyki
sformutowano podstawowe pojecia monografn prof. A. Wierzbickiego
Modele i wrazliwos¢ sterowania, Warszawa 1997 WNT, a dla uktadow
mechanicznych mono%raﬂe naplsa’fo dwoch autoréw M. Vukobratovicz i R.
Tomowicz General Sensitivity Theory New York American Elsewies
Publishing Company Inc 1972, J. Kisilowski Analiza wrazliwo$ci
parametrycznef liniowego modelu matematycznego uktadu
mechanicznego, Archiwum budowy maszyn nr 4, 1984 r.

Zadanie z punktu widzenia matematyki mozna sformutowac (oczywiscie
upraszczajac), ze jest to odpowiedz na pytanie jaki parametr ma
najwiekszy wptyw na okreslong ceche uktadu — maszyny. Taka odpowiedz
pozwoli stwierazi¢, czy dany parametr — czes¢ w maszynie jest sprawna |
czy je] wiasnosci sie zmieniajg. Badanie takie wykonuje sie wykorzystujac
rozniczki czgstkowe. Strukture zadania przedstawionego w tytule wyktadu
obrazuje schemat przedstawiony na rys.1.

Pierwszym etapem bedzie okreslenie jak od obiektu rzeczywistego przejsc
do modelu matematycznego, oczywiscie postugujgc sie przykiadem.
Posiadajgc = model matematyczny  nalezy @ wyznaczyC  cechy
charakteryzujgce ten model. Kolejnym zadaniem jest badanie wrazliwosci
cech liniowych modeli matematycznych na zaburzenia parametrow.

Koncowym fragmentem bedzie powigzanie zaburzen cech ze stanem
maszyny | prawdopodobienstwem wystgpienia uszkodzenia.
3
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2. Przeksztalcenie obiektu rzeczywistego w liniowy
model matematyczny

Proces przeksztaicenia maszyny - _obiektu rzeczywistego w model
matematyczny ma kilka etapow. Zasygnalizuje je bez podawania
szczegotow, ktore sg domeng mechanikdw zajmujgcych sie modelowaniem
matematycznym.

Etap | — to przyjecie uktadow wspotrzednych, ktorych uzyjemy do opisu
potozenia kazdej z bryt sztywnych maszyny. Pamigtamy ze szkoty sredniej,
ze liniowe wspoétrzedne definiuje sie w prawoskrgtnym uktadzie
prostokgtnym. Potozenie bryty w przestrzeni opisujg w przestrzeni trzy
wspotrzedne liniowe i trzy wspoétrzedne katowe, dla prostoty przyjmujemy,
ze sg to katy wokot trzech osi uktadu prostokatnego. Uktady wspoétrzednych
przedstawiono na rys. 2.

Nastepny etap to przyjecie zatozen, ze mamy do czynienia tylko z brytami
sztywnymi, a elementy tgczace te bryty to tgczniki podatne, najczescie
przyjmujemy, ze majg one charakterystyki liniowe i sg ztozone ze sprezyny
| ttumika rys. 3. Wszystkie te elementy bedg wystepowaty w modelu
matematycznym, a ich wielkosci odnoszone sg do obiektu rzeczywistego.
Procedura przejscia z elementow maszyny do tgcznikbw nazywa sie
identyfikacja.

Kolejnym etapem jest przyjecie ograniczen, ktdre uniemozliwiajg ruch bryt
w_okreslonych kierunkach. Te ograniczenia w mechanice nazywajg sig
wiezami.
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Rys. 2. Trzy niezalezne katy

obrotu ¥, X, ¥
wzgledem osi O1){, Oy, O0;z




Rys.3. Model ogélny i elementarny tacznika podatnego



Posiadajgc te wszystkie zatozenia, o ktorych mowilismy powyzej mozemy napisac
rownania ruchu mas obiektu. Metody formutowania tych rownan sg stosunkowo
skomplikowane, nie bedziemy ich cytowaé, a napiszemy jedynie nazwy dwdch
podstawowych, ktére stosuje sie najczesciej. | tak pierwsza metoda to réwnania
Lagrange’a, lub réwnania d’Alemberta.

Ogdlng postac rownan liniowych zapisujemy w postaci macierzowe;.

Ad4(t) + Bq(t) + Cq(t) = F(i), (1)

gdzie A, B, C sa macierzami zawierajacymi stale (masowo-bezwladnosciowe,
tlumienia, sprezystodci), q jest wektorem wspdirzednych uogélnionych, a F(t)
jest wektorem wymuszeni. Rozwazajac ruch swobodny stacjonarnego ukladu dy-
namicznego, tzn. przy zalozeniu, ze wektor F jest wektorem zerowym, otrzymamy
réwnanie (1) w postaci:

Ad(t) + Ba(t) + Cq(t) = 0. (2)

Wykorzystujac proste przeksztalcenia mozna uklad (2) sprowadzié do postaci:

A (3)
gdzie:
-A"1B -A"1C

q
H X =\ 3
01 q

dimA=dimB =dimC =dimI =dim0; = n X n, dim G = 2n x 2n,

5 =

I jest macierzg jednostkowsg, 1 — macierzg zerowa.

Rownanie to nazywa sie to rownaniem stanu, a macierz G — macierzg stanu.



3. Funkcje opisujace wtasciwosci modelu
matematycznego

Dla réwnania stanu (3), wyznaczono (numerycznie) wartosci im odpowiadajace
i wektory wlasne, ktére dotyczg modelu matematycznego réwnanie (2).
Obliczenia wykonano dla parametréw rzeczywistego obiektu. Sg to
przykladowe dwie funkcje. Funkcji takich mozna wyznaczy¢ wiele, a ich
przyklady mozna znalez¢ w pracy Dynamika ukfadu mechanicznego pojazd
szynowy — tor pod red. J. Kisilowskiego, Warszawa 1991,PWN
Kazda wartos¢ wlasna mozemy przecdstawi¢ w postaci

% = 3+ ib, )
gdzie a; — wspolczynnik tlumienia, jesli wszystkie @; < 0, wahania sa tlumione,

tzn. ruch obiektu jest asymptotycznie stateczny w sensie Lapunowa

bj— czgstosc oscylacji o okresie T; = 2n/b;



W tablicy 1. przedstawiono dla badanego modelu obliczone wartosci wlasnhe w
takiej formie, aby mozna bylo z nich tatwo skorzystac. Dla kazdej wartosci A
podano g, b; f; oraz wspoélrzedne odpowiadajacego jej wektora wlasnego k;
(czesc rzeczywista i urojona kazdej wspohrzednej ki® wektora k; ). Z uwagi na
fakt unormowania wektoréw i wierszy witasnych, wielkosci te beda liczbami z
przedzialu [0, 1]. Kazde] wspolrzedne] g; odpowiada kombinacja wartosci
wektorow wilasnych co zostalo pokazane w tablicy 1. poprzez piohowe
przyporzadkowanie wspolrzedne] ¢ wszystkich wartosci wlasnych =z
odpowiednimi wagami, ktérymi sa wielkosci wektorow wlasnych.
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4. Funkcje wrazliwosci w relacji do wiasnosci

W relacji do
przedstawionych
model
matematycznych
mozna zdefiniowadé

funkcje wrazliwosci.
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bezwzgledng (tablica 2).

Wagon nieobcigzony

Wagon obcigzony

Parametr Wrazliwosé Wrazliwosé Wrazliwosé Wrazliwosé
bezwzgledna wzgledna bezwzgledna wzgledna
m T« 10 41« 104 18«10 46« 104
M, a2 228 18,0 18,2
il 02 24 .1 0,13 241
Caz 10 0,1 401073 0,63
C. 50« 10-4 6.0 104 . 107 20«10
ez 014 10° 27101 Bo3.0
ly a7 10,7 20« 10¢ 184
Ly THe 107 475 1,3« 1073 d43.2
M T« 10 GO0 10° 18«10 GGe10¢
Cy 3.0« 10 2G6e 107 3.0 10 29107
Iy 0,16 47« 104 1.6« 107 5.2« 104
b 22910 219 1,2 10° 4.3
An 15« 10° 85,0 GGe 10 BE,0
b H5e10¢ 1349 7 7e 107 1.5« 10¢
r 104 214 1,1=10° 2.8
|y 41,2 18,0 Hhe 10¢ 2.7« 102
A 21« 10° 13« 10° G,7e10° GEe10?
bardzo wraZlhany wirazlivey Stabo wrazlivey | niewrazlivey
o m Iizz Mg, sz
) T4 M ful T
hx: |1.r|;. |,|, Hs
= a a
¥
Tab. 2.

Dla uktadu o kilkudziesieciu parametrach policzono wrazliwos¢ wzgledng i
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Wykorzystujac miary
wrazliwosci wyznaczono
wspotczynniki
wrazliwosci dla drgan
pionowych.

Wspdlezynniki wrailiwoéci dla drgaf pionowych

Wagon obciazony

Parametr = :
WH, WR; Wi,

m 0,659 0,105 - 10 0,318
My, 0,142 -10°% { 0,158 -1072 | 0,138 -—1;;*2
;ﬂ, 238 - 10" | 0,268 107 | §.221- 1;J—1
s 0,184 0,316 0, 243 -;Ti

o 0,227 .10~ 0,22_9-10‘1 0,225- 101
A 0,120 - 10 0,204 - 10 0,221
c 0,287 .10~% [ 6,870 102 | 0,110 -;1—3
foxs 0,162 0,266 0,600 107!
a < 0,447 0,7&.;; 0,659-1{;—1
e D,458~10_1— 0,463 -10-! | 0,455 .10~
h 0,201-10"! | 0,213-10°! | 0,198-101
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5. Zwigzki funkcyjne, wrazliwosci z parametrami

Ustalono zaleznosci miedzy parametrami, a wartosciami wtasnymi i
wspotrzednymi, kidre przedstawiono w tablicy 3.

W tablicy tej poszczegodlne wyrazenia znacza:
- eilgnevalues — wartos¢ wtasna,

- elgenvector — wektor wiasny,

- relative sensitivities — wrazliwos¢ wzgledna.

17



d; Qs | d; e
eigenvalues | 1-e1gen | 2 - eigen 1=-eigen | n-eigen
vector vector vector | vector
Ay E:E" kal} _ k}‘} ki”
:Lz kEZ'} kf,!:' kEh k(# 1
b ap itEig
o kﬁ“jﬂ g K r ]‘f{i:l_]_. 3 k::;:h
S
Reiative sensitivities after
eigenvalues P, P, P, e
1 A OMp M Ps alz.Pj Gh\Ps
ap;h : IPrhy dph | Pt
Xy’ . Ohpy | OAp, GAaPs 0P
Pt &, opha | Prta
. . . . . ]
: - . - - |.
4 Bp | ok, Ao, | A
| : OPyh opah; opik; P
}"n ‘ M alnpz 1 alnp] ‘a:i‘ﬂpm
Epll‘n Eﬂ!l‘n &p];"n apm n

Tab. 3.
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6. Mozliwosci wykorzystania wrazliwosci w
diagnostyce maszyn przykiad

Wykonano obliczenia, ktore pokazujg jakie parametry majg wptyw na
ktore wartosci wtasne, a te sg powigzane ze wspotrzednymi, czyli mozna
odpowiedzie¢, ktory parametr (a jest ich w badanym modelu 253) wptywa
na ktéra czestos¢. Wyniki obliczen z tablicy 4 i 5.

Jesli w uktadzie rzeczywistym pomierzone sg wspotrzedne i wykonamy
analize w dziedzinie czestotliwosci to znajdziemy odpowiedz jak zmienit
sie dany parametr. Zmieniony parametr mozemy potrakiowac jako
symptom okreslonego stanu maszyny. Mozna wykorzystujgc go
odpowiedzie€ jaki moze by¢ czas pracy maszyny do jego uszkodzenia.

Jak wida¢ z przedstawionego rozumowania analiza wrazliwosci
parametrycznej jest efektywnym narzedziem do oceny stanu maszyny co
moze byC podstawg do okreslenia sktadki ubezpieczeniowej. Niestety do
chwili obecnej narzedzie to nie jest praktycznie uzywane.
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kT2 Ct13 bz
LP eigenvalues humber param. =47 number param. = 30 nhumber param. =133
part RE part IM part RE part 1M part RE part IM part RE part IM
5 | -0.11822D+01 0.30131D+02 0.60340 0.28413 -0.03627 0.00813 -0.03290 0.00814 47.9
7 | -0.39437D+01 0.28458D+02 -0.64154 0.22354 0.01138 -0.00018 0.04912 0.00702 458
9 | -0.38805D+01 0.28551D+02 0.01260 -0.01123 0.01166 -0.00125 0.01915 -0.00436 454
11 | -0.39620D+01 0.28530D+02 -0.01510 0.00820 -0.01054 0.00374 0.02192 0.01517 454
13 | -0.39690D+01 0.28542D+02 -0.3545 -0.00895 -0.01030 -0.00684 0.02442 0.00011 454
15 | -0.11517D+01 0.30225D+02 -0.00238 0.00188 -0.00271 0.01197 -0.00411 0.01197 48.0
17 | -0.11523D+01 0.30226D+02 -0.06297 -0.00111 -0.03863 -0.00110 -0.04369 -0.00111 48.0
19 | -0.11528D+01 0.30226D+02 -0.01033 0.01397 -0.04356 0.01386 -0.04096 0.01407 48.0
23 | -0.18593D+01 0.52867D+02 0.02517 0.00500 0.02510 0.00499 -0.61886 0.51522 84
25 | -0.15940D+01 0.54164D+02 -0.00417 -0.00270 -0.00421 -0.00271 -0.27004 0.53835 8.6
27 | -0.63927D+01 0.40026D+02 -0.00292 -0.00650 -0.00301 -0.00666 1.87280 -0.02743 6.3
29 | -0.89366D+01 0.50260D+02 0.00009 -0.00610 -0.00272 -0.00674 -0.02350 0.50424 7.99
31 | -0.84776D+01 0.48964D+02 0.00880 -0.00001 0.00466 -0.00080 -0.01898 0.50891 7.8
33 | -0.60128D+01 0.30551D+02 0.00193 0.01104 0.00473 0.00084 0.71345 -0.08657 4.8
35 | -0.15686D+01 0.25359D+02 -0.07601 0.00114 0.00722 0.00117 1.00480 049758 4.02
37 | -0.15389D+01 0.14699D+02 -0.06888 0.02939 0.01274 0.02941 0.99737 0.52587 2.32
41 | -047295D+01 0.42321D+02 -0.00653 0.00125 0.00655 0.00126 0.00632 0.00128 0.06
49 | 0.00000D+00 0.13490D-10 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.0000 0.00000 0.002
Tab. 4.
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Y Y2
LP eigenvalues eigenvector no 1 eigenvector no 2 eigenvector no 3
part RE part IM part RE part IM

5 | -0.11822D+01 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 47.9
7 -0.39437D+01 0.28458D+02 | -0.0007 0.0000 -0.0006 0.0000 0.0000 0.0000 45,2
9 -0.38805D+01 0.28551D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 454
11 | -0.39620D+01 0.28530D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 45.0
13 | -0.39690D+01 0.28542D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 454
15 | -0.11517D+01 0.30225D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 48.0
17 | -0.11523D+01 0.30226D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 48.0
19 | -0.11528D+01 0.30226D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 48.0
23 | -0.18593D+01 0.52867D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 84
25 | -0.15940D+01 0.54164D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 8.6
27 | -0.63927D+01 0.40026D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 6.3
29 | -0.89366D+01 0.50260D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 7.99
31 | -0.84776D+01 0.48964D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 7.8
33 | -0.60128D+01 0.30551D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 4.8
35 | -0.15686D+01 0.25359D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 4.02
37 | -0.15389D+01 0.14699D+02 | -0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 2.32
39 | -0.63001D+01 0.00000D+00 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

41 | -047295D+01 0.42321D+02 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.06
49 0.00000D+00 0.13490D-10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.02
Tab. 5.
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