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Plan prezentacji

1. Wstęp – co to jest wrażliwość w ujęciu 
matematycznym

2. Przekształcenie obiektu rzeczywistego w liniowy 
model matematyczny
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3. Funkcje opisujące właściwości modelu 
matematycznego

4. Funkcja wrażliwości w relacji do własności modelu

5. Związki funkcyjne, wrażliwości z parametrami

6. Możliwości wykorzystania wrażliwości w 
diagnostyce maszyn przykład



1. Wstęp

Wrażliwość ma swój potoczny sens, a w układach automatyki
sformułowano podstawowe pojęcia monografii prof. A. Wierzbickiego
Modele i wrażliwość sterowania, Warszawa 1997 WNT, a dla układów
mechanicznych monografie napisało dwóch autorów M. Vukobratovicz i R.
Tomowicz General Sensitivity Theory New York American Elsewies
Publishing Company lnc 1972, J. Kisilowski Analiza wrażliwości
parametrycznej liniowego modelu matematycznego układu
mechanicznego, Archiwum budowy maszyn nr 4, 1984 r.
Zadanie z punktu widzenia matematyki można sformułować (oczywiście
upraszczając), że jest to odpowiedź na pytanie jaki parametr ma
największy wpływ na określoną cechę układu – maszyny. Taka odpowiedź
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największy wpływ na określoną cechę układu – maszyny. Taka odpowiedź
pozwoli stwierdzić, czy dany parametr – część w maszynie jest sprawna i
czy jej własności się zmieniają. Badanie takie wykonuje się wykorzystując
różniczki cząstkowe. Strukturę zadania przedstawionego w tytule wykładu
obrazuje schemat przedstawiony na rys.1.
Pierwszym etapem będzie określenie jak od obiektu rzeczywistego przejść
do modelu matematycznego, oczywiście posługując się przykładem.
Posiadając model matematyczny należy wyznaczyć cechy
charakteryzujące ten model. Kolejnym zadaniem jest badanie wrażliwości
cech liniowych modeli matematycznych na zaburzenia parametrów.
Końcowym fragmentem będzie powiązanie zaburzeń cech ze stanem
maszyny i prawdopodobieństwem wystąpienia uszkodzenia.
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Proces przekształcenia maszyny – obiektu rzeczywistego w model
matematyczny ma kilka etapów. Zasygnalizuję je bez podawania
szczegółów, które są domeną mechaników zajmujących się modelowaniem
matematycznym.
Etap I – to przyjęcie układów współrzędnych, których użyjemy do opisu
położenia każdej z brył sztywnych maszyny. Pamiętamy ze szkoły średniej,
ze liniowe współrzędne definiuje się w prawoskrętnym układzie
prostokątnym. Położenie bryły w przestrzeni opisują w przestrzeni trzy
współrzędne liniowe i trzy współrzędne kątowe, dla prostoty przyjmujemy,
że są to kąty wokół trzech osi układu prostokątnego. Układy współrzędnych

2. Przekształcenie obiektu rzeczywistego w liniowy 
model matematyczny 
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że są to kąty wokół trzech osi układu prostokątnego. Układy współrzędnych
przedstawiono na rys. 2.
Następny etap to przyjęcie założeń, że mamy do czynienia tylko z bryłami
sztywnymi, a elementy łączące te bryły to łączniki podatne, najczęściej
przyjmujemy, że mają one charakterystyki liniowe i są złożone ze sprężyny
i tłumika rys. 3. Wszystkie te elementy będą występowały w modelu
matematycznym, a ich wielkości odnoszone są do obiektu rzeczywistego.
Procedura przejścia z elementów maszyny do łączników nazywa się
identyfikacją.
Kolejnym etapem jest przyjęcie ograniczeń, które uniemożliwiają ruch brył
w określonych kierunkach. Te ograniczenia w mechanice nazywają się
więzami.
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Posiadając te wszystkie założenia, o których mówiliśmy powyżej możemy napisać
równania ruchu mas obiektu. Metody formułowania tych równań są stosunkowo
skomplikowane, nie będziemy ich cytować, a napiszemy jedynie nazwy dwóch
podstawowych, które stosuje się najczęściej. I tak pierwsza metoda to równania
Lagrange’a, lub równania d’Alemberta.

Ogólną postać równań liniowych zapisujemy w postaci macierzowej.
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Równanie to nazywa się to równaniem stanu, a macierz G – macierzą stanu.



3. Funkcje opisujące właściwości modelu 
matematycznego 
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Tab. 1.



4. Funkcje wrażliwości w relacji do własności 
modelu 

W relacji do 
przedstawionych 
modeli 
matematycznych 
można zdefiniować 

funkcję wrażliwości.
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Dla układu o kilkudziesięciu parametrach policzono wrażliwość względną i 
bezwzględną (tablica 2).

15Tab. 2.



Wykorzystując miary 
wrażliwości wyznaczono 
współczynniki 
wrażliwości dla drgań 
pionowych. 
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5. Związki funkcyjne, wrażliwości z parametrami 

Ustalono zależności między parametrami, a wartościami własnymi i
współrzędnymi, które przedstawiono w tablicy 3.

W tablicy tej poszczególne wyrażenia znaczą:

- eignevalues – wartość własna,

- eigenvector – wektor własny,

- relative sensitivities – wrażliwość względna.
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Tab. 3.
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6. Możliwości wykorzystania wrażliwości w 

diagnostyce maszyn przykład

Wykonano obliczenia, które pokazują jakie parametry mają wpływ na
które wartości własne, a te są powiązane ze współrzędnymi, czyli można
odpowiedzieć, który parametr (a jest ich w badanym modelu 253) wpływa
na która częstość. Wyniki obliczeń z tablicy 4 i 5.

Jeśli w układzie rzeczywistym pomierzone są współrzędne i wykonamy
analizę w dziedzinie częstotliwości to znajdziemy odpowiedź jak zmienił
się dany parametr. Zmieniony parametr możemy potraktować jako
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się dany parametr. Zmieniony parametr możemy potraktować jako
symptom określonego stanu maszyny. Można wykorzystując go
odpowiedzieć jaki może być czas pracy maszyny do jego uszkodzenia.

Jak widać z przedstawionego rozumowania analiza wrażliwości
parametrycznej jest efektywnym narzędziem do oceny stanu maszyny co
może być podstawą do określenia składki ubezpieczeniowej. Niestety do
chwili obecnej narzędzie to nie jest praktycznie używane.
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Tab. 4.
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Tab. 5.


